Mathe+ 5.7 Logarithmusfunktionen Arbeitsblatt

Ubergeordneter Arbeitsauftrag: Sozialform: Partnerarbeit
Erarbeiten Sie sich das Thema ,Die natirliche Logarithmusfunktion® selbststandig.

Arbeiten Sie dazu die Infoboxen und Arbeitsauftrage durch. Kontrollieren Sie lhre Ergebnisse
jeweils an der Kontrollstation.

Infobox 1

Die  Umkehrfunktion der natirlichen  Exponentialfunktion heil3t  naturliche
Logarithmusfunktion und wird mit x = In(x), x € Ry bzw. mit f(x) =In(x),x € R}

bezeichnet.
y
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Arbeitsauftrag 1:
Erarbeiten Sie mittels des obigen Schaubildes die Eigenschaften der natirlichen
Logarithmusfunktion f(x) = In(x) und halten Sie lhr Ergebnis nachfolgend fest:

Eigenschaften der nattirlichen Logarithmusfunktion
Definitionsbereich: D=
Wertebereich: W =

Es qgilt: In(1)=___ . Folglich lautet die Nullstelle

Esgilt: In(e) = .

Fur 0<x<1 liegt das Schaubild der x-Achse, alsoIn(x) 0.

Fir x>1 liegt das Schaubild der x-Achse, also In(x) ___ 0.

Monotonie:

Grenzverhalten:

- Senkrechte Asymptote:

Die natirliche Logarithmusfunktion ist stetig und differenzierbar auf R . 7
Infobox 2

Bei der Bestimmung der Definitionsmenge muss beachtet werden, dass In(g(x)) nur
fir g(x) > 0 definiert ist.

Beispiele:
1. f(x)=In(x—2)
Es muss gelten x — 2 > 0, also x > 2.
Somit D = ]2; oo

2. f(x)=In(x®-1)
Es muss gelten x* —1 > 0,alsox >1 vx < —1.
Somit D = R\[-1;1]

Arbeitsauftrag 2:
Bestimmen Sie den Definitionsbereich der Funktion f mit f(x) = In(x + 5).



Arbeitsauftrag 3:
a) Wie entsteht das Schaubild von g(x) = —In(x)und das Schaubild von h(x) =
In(—x) aus dem Schaubild von f(x) = In(x)? Stellen Sie eine Vermutung auf.
Kontrollieren Sie lhre Vermutung mit Ihrem Digitalen Mathematikwerkzeug.

b) Zeichen Sie das Schaubild voni(x) = ln(i) und vergleichen Sie es mit dem von
g(x) = —In(x).

c) Ordnen Sie die Parameter zu. (Vergleich mit Verhalten trigonometrischer Funktionen)

f(x)=aln(b(x—c))+d

Streckung/ Verschiebung in Streckung in Verschiebung in
Stauchung in y-Richtung y-Richtung x-Richtung
x-Richtung
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Infobox 3

Losen von Logarithmusgleichungen

Mogliche Gleichungstypen

Anwendung einer Lésungsstrategie

Beispiele Allg. Vorgehen Im Beispiel
In(x) =4 | potenzieren mit Basis e
eln(x) = e

In(x) =4 x=e*

Potenzieren mit Basis e
In(x? — 15) = 1 | potenzieren mit Basis e
In(x?-15) =1 oIn(>-15) _ 1
x*—15=e | +15
x*=e+15 © x;,=Ve+15 V x, =—Ve+15
SUNP
x-In(x) =0 = x;, =0 €& D =]0; o[
SUNP
— In(x) =0 & x, =1 (mit Vorgehen ,Potenzieren mit Basis e*)
x-In(x) =0

Anwendung des Satzes vom

x-In(x—2)=0 Nullprodukt

SUNP
x-In(x—2)=0 = x;=0¢&D =]2;0[

SvNP

— In(x—2) =0 & x, =3 (mit Vorgehen ,Potenzieren mit Basis e*)

(In(x))? + 5In(x) + 6 = 0 | Substitution

Substitution: In(x) =u = u*+5u+6=0

=>u1=—2 u2=_3

Ricksubstitution: x; = e™2 3

VvV x2=8_
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Arbeitsauftrag 4:

a) Vollziehen Sie die Ldsungswege zum Ldsen von Logarithmusgleichungen anhand der

Beispiele nach.

b) Losen Sie folgende Gleichungen:
1. 2In(x)—2=0

—In(x?) =0
(In(x) + D?> =9
(In(x))?-2In(x) —8=0
xln(—x) —4x =0
6In(x) + (In(x))? = —
2In(x) —1=In(x) + 3

N o o s~ DN

Infobox 4

Die Ableitungsfunktion f* der nattrlichen Logarithmusfunktion f(x) = In(x), x € R}
lautet f*(x) = %

Beweis:

d(l )—l' x+h
I n(x)) = im

In(x +h) —In(x) 1_
x+h—x —lm(— ln(

D =limGn(1+3)

X
_11m(— - m(1+ ))_ lim (= %-z (1 +§))=}li_r}(1)(%-ln<1 +§)H)

h-0 "X

L llm(ln(1+ ) )_— ln(e)——

Weiterhin finden die Summen- und Faktorregel Anwendung. Ebenso kdnnen die Kettenregel,
Produktregel und die Quotientenregel bei der Bildung von Ableitungen logarithmischer Funktior
zum Einsatz kommen.

a) Kettenregel: £ =In(u(x)) fx)= % ‘u (%)

Beispiele:

f () =[ini2x @) -i

. I . i
AuRere thiifon Ableitung Ableitung
Funktion AuRere  Innere

Funktion Funktion

3

f(x) - ln(?’x + 1) f ( ) - 3x+1 3x+1

b) Produktregel: f(x) =u(x) v(x) ) =ux) vx)+ulx) vx)
Beispiel:
f(x) =x-In(x) f(x)=1-In(x) +x- % =In(x)+1

a) Quotientenregel: f(x) = Zgg fx)= u‘(x)'v((?(;;(zx).v‘(x)
Beispiel:
Fx) = 21r;(x) ) = 22 X Zln(x) 1 _ 2= 2;1()5) 2+(1 xlzn(x))

ie
en
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Arbeitsauftrag 5:

Bilden Sie jeweils die Ableitungsfunktion f'.
a) f(x)=-2x-0,5In(x) 9 fO)= 411;(x)

b) f(x)=2x%>—ex+5In(x)+1
c) f(x)=s-Iln(—x)+5x

d) f(x) =3In(x?—-4)

e) f(x) =In(e) x + 21In(ex) o
) fx) =xin(x—2) K fC) = In(x)

h) f(x) = (In(x) — 3)?
) f)=&-DInk)
i) f(x) =InBx — 4) x?

Arbeitsauftrag 6:

Zeichen Sie die Schaubilder der nachfolgenden Logarithmusfunktionen mit einem digitalen
Mathematikwerkzeug.

Geben Sie jeweils den Definitionsbereich und die ,Randstelle” an.

Ermitteln Sie mittels Untersuchung des Grenzverhaltens, ob es eine Asymptote gibt. (Achtung: Es
kann senkrechte und waagrechte Asymptoten geben!)

a) f(x)=In(x-1)
b) f(x) =x-In(x)
c) f(x)=x-In(x+3)

d) fx) =22

X

Arbeitsauftrag 7:

Erstellen Sie ein Vernetzungsdiagramm zum Thema ,Die naturliche Logarithmusfunktion®.

Ordnen Sie dazu die beiliegenden Begriffskartchen und selbst geschriebene Kartchen, auf einem
leeren Blatt Papier in einer sinnvollen Struktur an.

Stellen Sie Zusammenhéange durch Verbindungspfeile, -linien und ggf. Wértern und Begriffen her.
Kleben Sie am Ende die Begriffskartchen auf.

Arbeitsauftrag 8:
Bearbeiten Sie nachfolgende Aufgabe.

Gegeben ist die Funktion f durch
f(x)=1—(Un(1—x))? xe€DcR.
Das Schaubild von f heif3t K.

Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich D von f. Untersuchen Sie K auf Schnittpunkte mit den
Koordinatenachsen, Asymptoten, Extrem- und Wendepunkte.

(Aus einer alten Abituraufgabe (BG, LK 1993, Gruppe 1, Analysis, Aufgabe 3))
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Nullstellen f(x)=a In(b(x)+c)+d | Asymptoten Quotientenregel Verlauf vom 1. in
den II.
Quadranten

Senkrechte In(1)=o0 Definitionsbereich | Streckung in y- Potenzieren mit

Asymptote Richtung Basis e

Satz vom Kettenregel Substitution Waagrechte Produktregel

Nullprodukt Asymptote

In-Funktion in x- Monotonie In(e)=1 £ (X):l Das Schaubild von

X

Richtung gestreckt

i(x)=In(x)




Kontrollstation:

Arbeitsauftrag 1:

Eigenschaften der natirlichen Logarithmusfunktion
Definitionsbereich: D= R}
Wertebereich: W = R
Es gilt: In(1)= 0 . Folglich lautet die Nullstelle x = 0.
Esqilt:In(e)=1.
Fir O<x<1 liegt das Schaubild unterhalb der x-Achse, also In (x) < 0.
Fur x>1 liegt das Schaubild oberhalb der x-Achse, also In(x) > 0.
Monotonie: V x € R} mit x; < x5 : f(x1) < f(x3)
Somit ist f streng monoton steigend auf D.

Grenzverhalten: Flr x — oo gilt f(x) - o

Fir x = 0 gilt f(x) - —oo
—>Senkrechte Asymptote: x =0
Die naturliche Logarithmusfunktion ist stetig und differenzierbar auf R’ .

Arbeitsauftrag 2:
Es muss gelten x + 5> 0, also x > -5.
Somit D = ]-5; oof

Arbeitsauftrag 3:
a)

Achse.

Achse.

b)

Das Schaubild von g(x) = —In(x) entsteht aus dem von f(x) = In(x) durch Spiegelung an der x-

Das Schaubild von h(x) = In(—x) entsteht aus dem von f(x) = In(x) durch Spiegelung an der y-
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Es handelt sich um das gleiche Schaubild. Fazit: Spiegelung des Schaubildes der Funktion f mit
f(x)=In(x) an der x-Achse ist durch Hinzufligen eines negativen Vorzeichens oder durch
Kehrwertbildung des Numerus mdglich.

c)
f(x)=aln(b(x—c))+d
Streckung/ Verschiebung in Streckung in Verschiebung in
Stauchung in y-Richtung y-Richtung x-Richtung
x-Richtung

Arbeitsauftrag 4:

1. 2In(x)—2=0 Auflésen nach In(x) und potenzieren mit Basis e ergibt
X=e

2. 2—-In(x?*)=0 Auflésen nach In(x) und potenzieren mit Basis e
ergibt xy, = +Ve?

3. Inx)+1)?=9 Auflésen nach In(x) und potenzieren mit Basis e

ergibt x, = e2 oder x,=e™

4. (In(x))? —2In(x) —8 =0  Substitution und potenzieren mit Basis e ergibt x, = e*

oder x, = e*
5 xln(—x)—4x =0 Satz von Nullprodukt und potenzieren mit Basis e ergibt
x = -e*
6. 6In(x) + (In(x))?> = -5 Substitution und potenzieren mit Basis e ergibt x; = e*und
X, =€
7. 2In(x) —1=1In(x) +3 Auflésen nach In(x) und potenzieren mit Basis e ergibt
x =e’
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Arbeitsauftrag 5: )
a) fi(x)=-2-+
b) £(x) = 4x—e+§
) () =2+5
d) £() ===
e) fl) =1+
f) £)=In(x—-2)+-—=
0) f(x) =20
h) £(x) =2 (In(x) - 3)
) ) =In() +=

D fx)= ;x—i + 2xIn(3x — 4)

2x2%(31In(x)-1)

K) 00 =16y

Arbeitsauftrag 6:

a)
y x=1 D=]1, OO[
Randstelle x=1

lim f(x) = —oo

Senkrechte Asymptote:
x=1
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b)

flz) = x'In(x)

D=]0; oo
Randstelle x=0
limf(x) =0
x-0

X ist dominant

Keine Asymptote

x In (x4 3}

D=]-3; o[
Randstelle x=-3

Jim f(x) = o

Senkrechte Asymptote:

x=-3

11
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d)

Arbeitsauftrag 7:
Schilerindividuelle L6sung
Arbeitsauftrag 8:

Definitionsbereich:
D=] —o0; 1]

Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:

D=]0; oo[

Randstelle x=0
lim f(x) = —
x—0

Senkrechte

* Asymptote: x=0

lim f(x) =0
X—00
x dominiert

Waagrechte
Asymptote: y=0

f(x) = 0 fuhrt mit einigen Rechenschritten zu In(1 — x) = +1. Mit potenzieren zur Basis e erhalt man

x,=1—e V x,=1—e71
Folglich N;(1-e|0) und N,(1-e|0).

f(0) =1, also Sy(0[1)

Asymptoten:

lim f(x) = —c0

x-1

Senkrechte Asymptote: x=1
Extrem- und Wendepunkte:

o+ 2In(1—x) sy —24+2In(1—-x)
f(x)—ﬁ )= (1—x)?

f (x) =0 ergibt x=0und f"(0) =-2<0- HP f0)=1
f7(x) = 0 ergibt x=1-e, einfache Nullstelle daher VZW —» WP

HP(0|1)
f(l—e)=0

W(1 - e|0)
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