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Einführen in das mathematische Arbeiten 
 
Vorüberlegung 
 
Die Arbeitsaufträge für die erste und zweite Phase sind der PPT Kubische Lösungsformel zu 
entnehmen. 
 
Die Seite „Übersicht der einzelnen Beispiele“ sollte auf mindestens DIN A3 Größe ausge-
druckt aufgehängt werden. 
 
Geogebra erlaubt eine Vereinfachung und zielgerichtete Verfolgung der einzelnen Schritte, 
ist aber für einen Mathe + nicht zwingend erforderlich. 
 
Der Ausblick dient einer weiterführenden Fragestellung und ist nur als Hintergrundinformati-
on gedacht. Der geneigte Leser kann sich für ein tieferes Verständnis in angegebener Quelle 
informieren. 
 
Die Schlussreflektion verlangt einen Rückblick und damit eine Sicht auf die einzelnen Schrit-
te aus einer neuen Warte. Erst damit werden die Struktur und damit der Gedankengang klar. 
Wissenschaftliches und damit auch mathematisches Arbeiten erfordert  immer eine Betrach-
tung aus einer Metaebene. 
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3. Phase Arbeitsblatt 
 
Satz: Wenn gilt ……………. ist 

  𝑥𝑥 = �−𝑞𝑞
2

+�𝑝𝑝3

27
+ 𝑞𝑞2

4

3

+ �−𝑞𝑞
2
− �𝑝𝑝3

27
+ 𝑞𝑞2

4

3

  

eine Lösung der Gleichung x3+px+q=0,  
 
Die Lösungsformel kann nicht für beliebige p und q verwendet werden. Lesen Sie aus der 
Lösungsformel die Bedingungen an p und q ab, die erfüllt sein müssen, damit die Formel 
angewendet werden kann.  
 
                              
                              
                              
                              
                              
                              
                              
                              
                              
                              
 
 
 
 
Überprüfen Sie für Ihre  
Gleichung, ob:  

1. 𝑝𝑝3

27
+ 𝑞𝑞2

4
> 0   

2. 𝑝𝑝3

27
+ 𝑞𝑞2

4
= 0   

3. 𝑝𝑝3

27
+ 𝑞𝑞2

4
< 0   

 
ist und tragen Sie Ihr Ergebnis auf dem Plakat ein. Formulieren Sie einen möglichen Zu-
sammenhang zwischen  𝑝𝑝

3

27
+ 𝑞𝑞2

4
  und der Anzahl der Nullstellen. 
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Arbeitsblatt: Reflektion 
Warum wird die Lösungsformel für Kubische Gleichungen der Form x3+px+q=0 in der Schule 
nicht unterrichtet? 

 𝑥𝑥 = �−𝑞𝑞
2

+ �𝑝𝑝3

27
+ 𝑞𝑞2

4

3

+ �−𝑞𝑞
2
− �𝑝𝑝3

27
+ 𝑞𝑞2

4

3

  

Reflektion: Notieren Sie in Stichworten die einzelnen Schritte dieses Forschungsgangs und 
deren Begründung. 
Lösung einer Kubischen Gleichung: x3+ax2+bx+c=0 
 
 

 
  

3x3+6x2-3x+9=0 
x3+2x2-1x+3=0 

 

x3+ax2+bx+c 
x3+px+q 

 
𝑥𝑥 =

−𝑞𝑞
2

+ 𝑝𝑝3

27
+ 𝑞𝑞2

4

3
+

−𝑞𝑞
2
− 𝑝𝑝3

27
+ 𝑞𝑞2

4

3
  

 

𝑝𝑝3

27
+ 𝑞𝑞2

4
> 0   
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„Funktionskarten“ 
 

f(x) = x3 - 3 x2 + 2x g(x) = x3 - 9  x2 + 26 x - 23 

h(x) = x3 - 6 x2 + 11 x - 
4 i(x) = x3 + 3  x2 + 2 x + 2 

j(x) = x3 - 3  x2 + x + 1 k(x) = x3 - 6 x2 + 14 x - 9 

l(x) = x3 + 3 * x2 + 5 x+ 
6 m(x) = x3 + 3 x2 

n(x) = x3 - 3  x2+ 4 o(x) = x3-2x2+16
27
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Übersicht der einzelnen Beispiele: 
Graph Funktionsterm X-Wert des 

Wendepunktes 
verschobene 
Funktion 

Bedingung 
p3

27 +
q2

4  
 

 

f(x) = x3 - 3 x2 + 2x xw = 1 fv (x) = x3 - x 
−13

27
+ 0 < 0 

3 Nullstellen 
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Lösungen 
 

Graph Funktionsterm 
X-Wert 
des 
Wende-
punktes 

verschobene 
Funktion 

Bedingung 
𝑝𝑝3

27
+
𝑞𝑞2

4
 

 

 

f(x)=x3 - 3 x2 + 2x xw = 1 fv (x)= x3 - x 
−13

27 + 0 < 0 
3 Nullstellen 

 

g(x)=x3 - 9  x2 + 26 x - 
23 (3/1) gv (x)=x3 - x + 1 

(−1)3

27
+

12

4
> 0 

1 Nullstelle 

 

h(x)=x3 - 6 x2 + 11 x - 4 (2/2) hv(x)= x3 - x + 2 
(−1)3

27
+

22

4
> 0 

1 Nullstelle 

 

i(x)=x3 + 3  x2 + 2 x + 2 (-1/2) iV(x)= x3 - x + 2 
(−1)3

27
+

22

4
> 0 

1 Nullstelle 

 

j(x)=x3 - 3  x2 + x + 1 (1/0) jv(x)= x3 - 2x 
(−2)3

27
+ 0 < 0 

3 Nullstellen 

 

k(x)=x3 - 6 x2 + 14 x - 9 (2/3) kv(x)= x3 + 2x + 3 
23

27
+

32

4
> 0 

1 Nullstelle 

 

l(x)=x3 + 3 x2 + 5 x+ 6 (-1/3) lv(x)= x3 + 2x + 3 
23

27
+

32

4
> 0 

1 Nullstelle 
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m(x)=x3 + 3 x2 (-1/2) mv(x)= x3 - 3x + 2 
(−3)3

27
+

22

4
= 0 

2 Nullstellen 

 

n(x)=x3 - 3  x2+ 4 (1/2) nv(x)= x3 - 3x + 2 
(−3)3

27
+

22

4
= 0 

2 Nullstellen 

 

o(x)=x3-2x2+16
27

 (2
3
/0) ov(x)= x3 - 4

3
x 

(−4
3)3

27
+ 0 < 0 

3 Nullstellen 
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Hinweise zu Phase 1:  
 
Berechnung des x-Wertes des Wendepunktes: 
  
𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  𝑥𝑥3 + 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐  
𝑓𝑓´(𝑥𝑥) =  3𝑥𝑥2 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏  
𝑓𝑓´´(𝑥𝑥) = 6𝑥𝑥 + 2𝑎𝑎  
𝑓𝑓´´(𝑥𝑥) = 0  
6𝑥𝑥 = −2𝑎𝑎  
𝑥𝑥 = −

𝑎𝑎
3

 
 
Hinweis zu Phase 2:  
 
Verschiebung so dass der Wendepunkt auf der y-Achse liegt. Ergänzen Sie in den fehlenden 
Zeilen die Rechnung und versehen Sie die einzelnen Rechenschritte mit einem Kommentar  
 
Zur Erinnerung: (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)3 = 𝑎𝑎3 − 3𝑎𝑎2 ⋅ 𝑏𝑏 + 3𝑎𝑎𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏3 
 
Rechnung Kommentar 
𝑓𝑓(𝑥𝑥 − �

𝑎𝑎
3� =  

�𝑥𝑥3 − 3 �
𝑎𝑎
3� 𝑥𝑥

2 + 3 �
𝑎𝑎
3�

2
𝑥𝑥 + �

𝑎𝑎
3�

3
� + 𝑎𝑎 ⋅ �𝑥𝑥2 − 2 �

𝑎𝑎
3� 𝑥𝑥 + �

𝑎𝑎
3�

2
�

+ 𝑏𝑏 ⋅ (𝑥𝑥 − �
𝑎𝑎
3� + 𝑐𝑐  

 

  
�𝑥𝑥3 − 𝑎𝑎𝑥𝑥2 +

𝑎𝑎2

3 𝑥𝑥 −
𝑎𝑎3

27� + �𝑎𝑎𝑥𝑥2 −
2𝑎𝑎2

3 𝑥𝑥 +
𝑎𝑎3

9 � + �𝑏𝑏𝑏𝑏 +
𝑎𝑎𝑎𝑎
3 � + 𝑐𝑐  

𝑥𝑥3 − 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑥𝑥2 +
𝑎𝑎2

3 𝑥𝑥 −
2𝑎𝑎2

3 𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 −
𝑎𝑎3

27 +
𝑎𝑎3

9 +
𝑎𝑎𝑎𝑎
3 + 𝑐𝑐  

𝑥𝑥3 +
𝑎𝑎2

3 𝑥𝑥 −
2𝑎𝑎2

3 𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 −
𝑎𝑎3

27 +
𝑎𝑎3

9 +
𝑎𝑎𝑎𝑎
3 + 𝑐𝑐  

  
𝑥𝑥3 +

−𝑎𝑎2 + 3𝑏𝑏
3 𝑥𝑥 +

−2𝑎𝑎3 + 9𝑎𝑎𝑎𝑎
27 + 𝑐𝑐  

 
daraus folgt 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⇔ 𝑥𝑥3 + 𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 = 0 mit  𝑝𝑝 = −𝑎𝑎2+3𝑏𝑏

3
 ⋀   𝑞𝑞 = −2𝑎𝑎3+9𝑎𝑎𝑎𝑎

27
+ 𝑐𝑐 

 
Verschiebung so dass der Wendepunkt auf der y-Achse liegt ausführlich. 
Zur Erinnerung: 

 𝑓𝑓 �𝑥𝑥 − �𝑎𝑎
3
�� = �𝑥𝑥 − �𝑎𝑎

3
��

3
+ 𝑎𝑎 �𝑥𝑥 − �𝑎𝑎

3
��

2
+ 𝑏𝑏 �𝑥𝑥 − �𝑎𝑎

3
�� + 𝑐𝑐 

�𝑥𝑥3 − 3 �
𝑎𝑎
3
� 𝑥𝑥2 + 3 �

𝑎𝑎
3
�
2
𝑥𝑥 + �

𝑎𝑎
3
�
3
� + 𝑎𝑎 �𝑥𝑥2 − 2 �

𝑎𝑎
3
� 𝑥𝑥 + �

𝑎𝑎
3
�
2
� + 𝑏𝑏 �𝑥𝑥 − �

𝑎𝑎
3
�� + 𝑐𝑐 

�𝑥𝑥3 − 𝑎𝑎𝑥𝑥2 +
𝑎𝑎2

3
𝑥𝑥 −

𝑎𝑎3

27
+ 𝑎𝑎𝑥𝑥2 −

2𝑎𝑎2

3
𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 −

𝑎𝑎3

27
+
𝑎𝑎3

9
+
𝑎𝑎𝑎𝑎
3

+ 𝑐𝑐� 

𝑥𝑥3 − 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑥𝑥2 +
𝑎𝑎2

3
𝑥𝑥 −

2𝑎𝑎2

3
𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 −

𝑎𝑎3

27
+
𝑎𝑎3

9
+
𝑎𝑎𝑎𝑎
3

+ 𝑐𝑐 

𝑥𝑥3 +
𝑎𝑎2

3
𝑥𝑥 −

2𝑎𝑎2

3
𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 −

𝑎𝑎3

27
+
𝑎𝑎3

9
+
𝑎𝑎𝑎𝑎
3

+ 𝑐𝑐 

𝑥𝑥3 +
𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎2 + 3𝑏𝑏

3
⋅ 𝑥𝑥 +

−𝑎𝑎3 + 3𝑎𝑎3 + 9𝑎𝑎𝑎𝑎
27

+ 𝑐𝑐 

𝑥𝑥3 +
−𝑎𝑎2 + 3𝑏𝑏

3
⋅ 𝑥𝑥 +

−2𝑎𝑎3 + 9𝑎𝑎𝑎𝑎
27

+ 𝑐𝑐 
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Lösungsskizze: 
 
Warum wird die Lösungsformel für Kubische Gleichungen in der Schule 
nicht unterrichtet? 
 

𝑥𝑥 = �−
𝑞𝑞
2

+ �𝑝𝑝
3

27
+
𝑞𝑞2

4

3

+ �−
𝑞𝑞
2
−�𝑝𝑝

3

27
+
𝑞𝑞2

4

3

  

 
Reflektion: Notieren Sie in Stichworten die einzelnen Schritte dieses Forschungsgangs 
und deren Begründung. 
 
Lösung einer Kubischen Gleichung: 𝑥𝑥3 + 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 = 0 
 
 
 

 
3x3+6x2-3x+9=0 
x3+2x2-1x+3=0 

•Durch den höchsten Koeffizienten wird geteilt, dadurch ändert sich die Lösungsmenge nicht. 

 

 
 
 
 
 

x3+ax2+bx+c 
x3+px+q 

•Durch Verschiebung des Wendepunktes auf die y-Achse vereinfacht sich der allgemeine Fall. 
•Der quadratische Summand fällt weg. 
•Die Lösung kann anschließende durch "Rückverschiebung" gewonnen werden. 

 
 
 
 

 •Die Lösungsformel wird angegeben und die Voraussetzungen gesucht. 
 
 
 
 
 
 •Erkennen des Zusammenhangs zwischen Voraussetzung und Anzahl der Lösungen.

Die Lösungsformel für Kubischen Gleichungen liefert nur in bestimmten 
Fällen ein befriedigendes Ergebnis. Damit ist sie, im Unter-
schied zur quadratischen Lösungsformel, kein universales 
Werkzeug. 

𝑥𝑥 = �−
𝑞𝑞
2

+ �𝑝𝑝
3

27
+
𝑞𝑞2

4

3

 

+�−
𝑞𝑞
2
− �𝑝𝑝

3

27
+
𝑞𝑞2

4

3

 

 

𝑝𝑝3

27 +
𝑞𝑞2

4 > 0 
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